
第二章 命题逻辑的等值和推理演算

 推理形式和推理演算是数理逻辑研究的基本内
容

 推理形式是由前提和结论经蕴涵词联结而成的

 推理过程是从前提出发，根据所规定的规则来
推导出结论的过程

 重言式是重要的逻辑规律，正确的推理形式是
重言式，等值式隐含了重言式。



 本章对命题等值和推理演算进行讨论，是以语
义的观点进行的非形式的描述，不仅直观且容
易理解，也便于实际问题的逻辑描述和推理。

 严格的形式化的讨论见第三章所建立的公理系
统。



等值演算(考察逻辑关系符⇔(=))

 等值定理、公式

 联结词的完备集(由个别联结词表示所有联结
词的问题)

 对偶式(命题公式的对偶性)

 范式(命题公式的统一标准)

由真值表写命题公式(由T写、由F写)



推理演算(考察逻辑关系符⇒)

 推理形式(正确推理形式的表示)

 基本推理公式(各种三段论及五种证明方法)

 推理演算(证明推理公式的第六种方法，使用
推理规则)

 归结推理法(证明推理公式的第七种方法，常
用反证法)



2.1  等值定理

 若把初等数学里的＋、－、×、÷等运算符看作是数
与数之间的联结词，那么由这些联结词所表达的代数
式之间，可建立许多等值式如下：

x2－y2 = (x＋y)(x－y)

(x＋y)2 = x2＋2xy＋y2

sin2x＋cos2x = 1

……

在命题逻辑里也同样可建立一些重要的
等值式



2.1.1  等值的定义

 给定两个命题公式A和B, 而P1…Pn是出现于A和B中的

所有命题变项, 那么公式A和B共有2n个解释, 若对其

中的任一解释, 公式A和B的真值都相等, 就称A和B是

等值的(或等价的)。记作A = B或AB

 显然，可以根据真值表来判明任何两个公式是否是等

值的



例1: 证明(P∧P)∨Q = Q

证明: 画出(P∧P)∨Q与Q的真值表可看出等式
是成立的。



例2: 证明P∨P = Q∨Q

 证明: 画出P∨P, Q∨Q的真值表, 可看出它
们是等值的, 而且它们都是重言式。



 从例1、2还可说明, 两个公式等值并不一定要
求它们一定含有相同的命题变项

 若仅在等式一端的公式里有变项P出现, 那么等式
两端的公式其真值均与P无关。

 例1中公式(P∧P)∨Q与Q的真值都同P无关

 例2中P∨P, Q∨Q都是重言式, 它们的真值也都
与P、Q无关。

说明



2.1.2  等值定理

定理 对公式A和B, A=B的充分必要条件是AB

是重言式。

 A、B不是简单命题, 而是由简单命题P1, …, Pn

构成的. 对A, B的一个解释, 指的是对P1, …, Pn

的一组具体的真值设定.

 若AB为重言式, 则在任一解释下A和B都只
能有相同的真值。



证明

若A  B是重言式, 即在任一解释下,   A  B的
真值都为T

 依A  B的定义只有在A、B有相同的值时, 才有A 

 B = T。于是在任一解释下, A和B都有相同的真
值, 从而有A=B。

 反过来，若有A = B, 即在任一解释下A和B都有相
同的真值, 依A  B的定义, A  B只有为真, 从而
A  B是重言式。

注：根据该等值定理，证明两个公式等值，只要证
明由这两个公式构成的双条件式是重言式即可



“＝”作为逻辑关系符是一种等价关
系

 不要将“＝”视作联结词，在合式公式定义里
没有“＝”出现

 A = B是表示公式A与B的一种关系。这种关系
具有三个性质: 

1. 自反性 A = A

2. 对称性 若A = B, 则B = A

3. 传递性 若A = B, B = C, 则A = C

这三条性质体现了“＝”的实质含义。



2.2  等值公式

2.2.1  基本的等值公式(命题定律, P和Q是任意的命题
公式)

1. 双重否定律

P = P

2. 结合律

(P∨Q)∨R = P∨(Q∨R)

(P∧Q)∧R = P∧(Q∧R)

(P  Q)  R = P  (Q  R)



3. 交换律

P∨Q = Q∨P

P∧Q = Q∧P

P  Q = Q  P

4. 分配律

P∨(Q∧R) = (P∨Q)∧(P∨R)

P∧(Q∨R) = (P∧Q)∨(P∧R)

P(QR) = (PQ)(PR)

5. 等幂律(恒等律)

P∨P = P

P∧P = P

PP = T

PP = T



6. 吸收律

P∨(P∧Q) = P

P∧(P∨Q) = P

7. 摩根律

(P∨Q) = P∧Q

(P∧Q) = P∨Q

对蕴涵词、双条件词作否定有

(PQ) = P∧Q

(PQ) = PQ = PQ

= (P∧Q)∨(P∧Q)



8. 同一律

P∨F = P

P∧T = P

TP = P

TP = P

还有

PF = P

FP = P



9. 零律

P∨T = T

P∧F = F

还有

PT = T

FP = T

10. 补余律

P∨P = T

P∧P = F

还有

PP = P

PP = P

PP = F 

注: 所有这些公式，都可使用
真值表加以验证



Venn图(理解等式)

 将P、Q理解为某总体论域上的子集合，并规
定：

 P∧Q为两集合的公共部分(交集合)

 P∨Q为两集合的全部(并集合)

 P为总体论域(如矩形域)中P的余集



Venn图(理解等式)

从Venn 图，因P∧Q较P来得“小”, P∨Q较P来
得“大”，从而有

P∨(P∧Q) =  P P∧(P∨Q) = P



理解等式: Venn图，自然语言

(P∨Q) = P∧Q

 Venn图(理解集合间、命题逻辑中、部分信息
量间的一些关系)

 对这些等式使用自然用语加以说明，将有助于
理解
 如P表示张三是学生, Q表示李四是工人, 那么
(P∨Q)就表示并非“张三是学生或者李四是工
人”。这相当于说，“张三不是学生而且李四也不
是工人”，即可由P∧Q表示, 从而有(P∨Q) = 
P∧Q



2.2.2  常用的等值公式

 由于人们对、∨、∧更为熟悉，常将含有和
的公式化成仅含有、∨、∧的公式。这也是
证明和理解含有，的公式的一般方法

 公式11-18是等值演算中经常使用的, 也该掌握
它们, 特别是能直观地解释它们的成立



11. PQ = P ∨Q

 通常对PQ进行运算时, 不如用P∨Q来得方
便。而且以P∨Q表示PQ帮助我们理解如
果P则Q的逻辑含义

 问题是这种表示也有缺点，丢失了P、Q间的
因果关系



12. PQ = QP

 逆否定理，假言易位

 如将PQ视为正定理, 那么QP就是相应
的逆否定理, 它们必然同时为真, 同时为假, 所
以是等值的



13. P(QR) = (P∧Q)R

 前提合并

 P是(QR)的前提, Q是R的前提, 于是可将两
个前提的合取P∧Q作为总的前提。 即如果P则
如果Q则R, 等价于如果P与Q则R



14. PQ = (P∧Q)∨(P∧Q)

 从取真来描述双条件

 等式右边取真有两种可能的情形, 即(P∧Q)为
真或(P∧Q)为真。而P∧Q为真, 必是在P = 

Q = T的情况下出现; P∧Q为真, 必是在P = 

Q = F的情况下出现。事实上, PQ为真也是
在P、Q同时为真或同时为假时成立。因此，
我们说上述等值公式成立。这就是从取真来
描述这等式



15. PQ = (P∨Q)∧(P∨Q)

 从取假来描述双条件

 类似地，等式右边取假时有两种可能的情形, 

即(P∨Q)为假或(P∨Q)为假, 而P∨Q为假, 

必是在P = F, Q = T的情况下出现; P∨Q为假, 

必是在P = T, Q = F的情况下出现。事实上，
PQ为假也是在P真Q假或P假Q真时成立。
从而我们说上述等值公式成立。这就是从取
假来描述这等式



16. PQ = (PQ)∧(QP)

 从蕴含词来描述双条件

 这表明PQ成立, 等价于正定理PQ和逆定
理QP都成立



17. P(QR) = Q(PR)

 前提交换

 前提条件P、Q可交换次序



18. (PR)∧(QR)=(P∨Q)R

 左端说明的是由P而且由Q都有R成立。从而可
以说由P或Q就有R成立, 这就是等式右端



补充

 等价否定等值式

PQ = PQ

 归谬论

(PQ)(PQ) = P



2.2.3  置换规则

 置换定义

对公式A的子公式, 用与之等值的公式来代换便称置换

 置换规则
 公式A的子公式置换后A化为公式B, 必有A = B

 当A是重言式时, 置换后的公式B必也是重言式

 置换与代入是有区别的。置换只要求A的某一子公式
作代换, 不必对所有同一的子公式都作代换



代入规则回顾

 A是一个公式，对A使用代入规则得公式B，若A是
重言式，则B也是重言式

 为保证重言式经代入规则仍得到保持，要求
 公式中被代换的只能是命题变元(原子命题), 而不能是复合

命题

 对公式中某命题变元施以代入，必须对该公式中出现的所
有同一命题变元代换以同一公式



2.2.4  等值演算举例
例1: 证明(P∧(Q∧R))∨(Q∧R)∨(P∧R) = R

证明: 

左端= (P∧(Q∧R)) ∨((Q∨P)∧R) (分配律)

= ((P∧Q)∧R))∨((Q∨P)∧R) (结合律)

= ((P∨Q)∧R)∨((Q∨P)∧R) (摩根律)

= ((P∨Q)∨(Q∨P))∧R (分配律)

= ((P∨Q)∨(P∨Q))∧R (交换律)

= T∧R (置 换)

= R (同一律) 



例2: 试证 ((P∨Q)∧(P∧(Q∨R)))

∨(P∧Q)∨(P∧R) = T

证明:

左端=((P∨Q)∧(P∨(Q∧R)))∨((P∨Q)∧(P∨R))
(摩根律)

=((P∨Q)∧(P∨Q)∧(P∨R))∨((P∨Q)∧(P∨R))

(分配律)

=((P∨Q)∧(P∨R))∨((P∨Q)∧(P∨R))
(等幂律)

=T

举例



问题提出：

由命题公式写真值表是容易的，那么如
何由真值表写命题公式呢？

2.3  命题公式与真值表关系



2.3.1 从T来列写

 记忆方法：各项间用∨，每项内用∧

 每项内书写方法：例

真值表中P=T且Q=F等价于P∧Q=T

 简化方法：有时A的表达通过A来描述



2.3.2 从F来列写

 记忆方法：各项间用∧ ，每项内用∨

 每项内书写方法：例

真值表中P=T且Q=F等价于P∨Q=F

 简化方法：有时A的表达通过A来描述



举例

 从A的真值T
 直接: A = (¬P ∧¬Q) ∨ (¬P ∧Q) ∨ (P ∧Q)

 间接: A = ¬¬A = ¬(P ∧¬Q) = ¬P ∨ Q

 从B的真值F
B = (¬P ∨ Q) ∧ (¬P ∨ ¬Q)

 当C可取任意值
C与{P, Q} = {T, T}无关, 可适当选取C的真值, 使其表达式简单

P Q A ¬A B C

F F T F T T

F T T F T F

T F F T F T

T T T F F X



作业(1)

(P37) 1(1, 3), 2



2.4 联结词的完备集

 问题的提出

对n 个命题变项P1…Pn来说, 共可定义出多少个
联结词? 在那么多联结词中有多少是相互独立的?

 3个新联结词：

P Q P Q P Q

P Q (P Q)

P Q (P Q)

     

   

   

：

：

：

=( ) ( )

=

=

异或

与非

或非

思考：考虑异或联结词与双条件联结词的关系(可利用真值表)



2.4.1  命题联结词的个数

 第一个问题。可定义多少个联结词？

 由命题变项和命题联结词可以构成无限多个合
式公式

 把所有的合式公式分类：将等值的公式视为同
一类，从中选一个作代表称之为真值函项。对
一个真值函项，或者说对于该类合式公式，就
可定义一个联结词与之对应

例：等价类。自然数集合N被3除余数相同的
自然数构成3个集合N0 , N1 , N2



 一元联结词是联结一个命题变项(如P)的

 P有真假2种值，因此P(自变量)上可定义4种
一元联结词fi 或说真值函项fi(P), i = 1, 2, 3, 4

一元联结词的个数



由真值表写出真值函项的命题公式：

f0(P) = F (永假式)

f1(P) = P (P自身)

f2(P) = P    (否定词)√

f3(P) = T (永真式)

新的公式只有f2(P), 与之对应的联结词是否定词

一元联结词



 二元联结词联结两个命题变项(如P、Q)

 两个变项共有4种取值情形,于是P、Q上可建
立起16种不同的真值函项,相应的可定义出
16个不同的二元联结词g0, g1, …, g15

图2.4.2给出了这些联结词gi或说真值函项
gi(P,Q)的真值表定义

二元联结词的个数





根据真值表写出各真值函项的命题表达式:

g0(P,Q) = F (永假式)

g1(P,Q) = P∧Q       (合取式)

g2(P,Q) = P∧Q     

g3(P,Q) = (P∧Q)∨(P∧Q) = P∧(Q∨Q) = P

g4(P,Q) = P∧Q 

g5(P,Q) = (P∧Q)∨(P∧Q) = (P∨P)∧Q = Q

g6(P,Q) = P   Q (异或式)

g7(P,Q) = P∨Q (析取式)

g8(P,Q) = P∧Q = P  Q (或非式) 

g9(P,Q) = P Q (双条件式)

g10(P,Q) = (P∧Q)∨(P∧Q) = (P∨P)∧Q = Q

g11(P,Q) = P∨Q = QP (蕴涵式)

g12(P,Q) = (P∧ Q)∨(P∧Q) = P∧(Q∨Q) = P

g13(P,Q) = P∨Q = PQ (蕴涵式)

g14(P,Q) = P∨Q = P  Q (与非式)

g15(P,Q) = T (永真式)





 n元联结词

对n个命题变元P1 , … , Pn , 每个Pi有两种取
值, 从而对P1…Pn来说共有2n种取值情形

于是相应的真值函项就有22n
个, 或说可定义

22n
个n元联结词

n元联结词的个数



2.4.2  联结词的完备集

 第二个问题。联结词是否都是独立的，或者说
能否相互表示?

 联结词的完备集定义: 设C是联结词的集合，
如果对任一命题公式都有由C中的联结词表示
出来的公式与之等值，就说C是完备的联结词
集合，或说C是联结词的完备集。



1. 全体联结词的无限集合是完备的

2. { , ∨, ∧}是完备的联结词集合

证明：从2.3节介绍的由真值表列写逻辑公式的过程可
知, 任一公式都可由, ∨, ∧表示出来, 从而{, ∨, ∧}是
完备的

3. {, ∨}是联结词的完备集(独立的完备集)

证明：P∧Q = (P∨Q)，因此∧可由{, ∨}表示

4. {, ∧}是联结词的完备集(独立的完备集)

证明：P∨Q = (P∧Q)，因此∨可由{, ∧}表示

完备集



5. {, }是完备集(独立的完备集)

因为：P∨Q = PQ

6. {}是完备集(独立的完备集)

7. {}是完备集(独立的完备集)

8. {, ∧, ∨, , }是完备的

因为它包含了2中的集合

完备集



 {∨,∧,, }不是完备的

因为不能仅由该集合的联结词表达出

 {, }不是完备的

 {∨,∧,, }的任何子集都是不完备的

{, }的任何子集也是不完备的

(如果一个联结词的集合是不完备的，那
么它的任何子集都是不完备的)

 {∨,∧}不是完备的

不完备集



最小的联结词的完备集—基底

 基底：完备的联结词集合的联结词是独立的，
也就是说这些联结词不能相互表示

 任取四个一元或二元联结词，它们必组不成基
底



基底

 只含一个联结词的: 

NK;NA

 含两个联结词的:

N,C;  N,K;  N,A;  N,NC;  F,C;  T,NC;  C,NE;  E,NC;  

C,NC

 含三个联结词的:

F,K,E;  F,A,E;  T,K,NE;  T,A,NE;  K,E,NE;  A,E,NE

其中：A-- ∨ K-- ∧ E--  C--  N-- 



2.5 对偶式

 研究目的
 简化等值公式的讨论

希望一个公式成立，能够导出与其“相像”的公式成立

 逻辑关系上看，是一种逻辑规律

 对偶式定义：将A中出现的∨、∧、T、F分别以∧、
∨、F、T代换, 得到公式A*, 则称A*是A的对偶式, 或
说A和A*互为对偶式

注：这里假定A中仅出现 、∨、∧三个联结词

 若A = B，必有A*=B*?



 新符号“-”: (代入规则、内否式)

若A=A(P1, …, Pn)，令A－= A(P1, …, Pn)

 关于等值的三个定理

定理2.5.1 (A*) = (A)*, (A－) = (A)－

定理2.5.2  (A*)* = A, (A－)－=A

定理2.5.3 A = A*－ (摩根律的另一种形式)

更多：(A  B)* = A*  B*，(A  B)- = A-  B-

(A  B)* = A*  B*，(A  B)- = A-  B-

对偶式相关定理
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性质举例

A= (P  (Q  R)) T

A*= (P  (Q  R))  F

A-= ((P)  (Q  R)) T

A*- = ((P)  (Q  R))  F

A-* = ((P)  (Q  R))  F



定理2.5.3 A = A*－

证明: 可用数学归纳法, 施归纳于A中出现的 联
结词个数n来证明

基始: 设n=0, A中无联结词, 便有

A=P, 从而 A = P

但 A*－ = P

∴ n=0时定理成立。



归纳： 设n ≤k时定理成立，来证n = k+1时定理也
成立

∵ n = k + 1 ≥1, A中至少有一个联结词，可分为
三种情形

A = A1, A = A1∧A2, A = A1∨A2

其中A1, A2中联结词个数≤k。

依归纳法假设，A1 = A1*
－, A2 = A2*

－

定理2.5.3 A = A*－



当 A = A1时

A = (A1)           A = A1

= (A1*
－) 归纳法假设

= (A1)*
－ 定理2.5.1, 2.5.2

= A*－ A = A1

定理2.5.3 A = A*－



当 A = A1∧A2时，

A = (A1∧A2)

= A1∨A2 摩根律

= A1*
－∨A2*

－ 归纳法假设

= (A1*∨A2*)
－ A－定义

= (A1∧A2)*
－ A*定义

= A*－

另一种情况同理，从而定理得证。

定理2.5.3 (摩根律) A = A*－



定理2.5.6 (1) A与A－同永真, 同可满足

(2) A与A*同永真, 同可满足
注：“A和B”同永真表示：A永真当且仅当B永真

证明：设A是由命题变项P1,…,Pn构成的命题公式。

(1) 如果A永真，根据代入规则，则A-永真。

如果A-永真，则(A-)-永真，又根据定理2.5.2有 A=(A-)-, 所
以A永真

(2) 根据定理2.5.3，A = A*－，所以根据(1)可得(2)成立

对偶式相关定理



定理 2.5.4  若A = B，必有A*=B*

证明: 

因为A = B 等价于AB 永真 等价于AB永真。

依定理2.5.3, A = A*－, B = B*－

于是A*－ B*－永真，

则(A*- B*-)-永真(根据代入规则，A永真，A-永真)

亦即 A*  B* 永真

故 A* = B*

对偶式相关定理



定理2.5.5  若AB永真, 必有B*A*永真

或者，AB和B*A*同永真

证明:

(1) 如果AB永真，则BA永真(逆否命题)

根据定理2.5.3，A= A*-, B= B*-

所以B*-A*-永真，则(B*-A*-)-永真(代入规则)，

即B*A*永真

(2) 如果B*A*永真，根据(1)有: (A*)*(B*)*永真

根据定理2.5.2，A=(A*)*, B=(B*)*

所以AB永真 ☐

对偶式相关定理



2.6  范式

 n 个命题变项所能组成的具有不同真值的命题公式仅
有22

n

个, 然而与任何一个命题公式等值而形式不同的
命题公式可以有无穷多个

 等值的公式，能否都可以化为某一个统一的标准形式？

 希望这种标准形能为我们的讨论带来些方便，如借助于标准
形对任意两个形式上不同的公式，可判断它们的是否等值

 借助于标准形容易判断任一公式是否为重言式或矛盾式



2.6.1  范式

 若干术语
 简单命题P及其否定式P统称为文字

 一些文字的合取称为合取式

 一些文字的析取称为析取式(也称子句)

 P与P称为互补对

 析取范式，形如：A1∨A2∨ … ∨An

其中Ai(i=1, …, n)为合取式

 合取范式，形如： A1∧A2∧ … ∧An

其中Ai(i=1, …, n)为析取式
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范式举例

 p, q

 p1∨p2 , q1∧q2



范式定理

 范式定理：任一命题公式都存在与之等值
的析取范式、合取范式

 求范式三步曲：

1) 消去和

2) 否定深入到命题变项

3) 使用分配律的等值变换



举例

 求¬(P∨Q)(P∧Q)的析取范式
¬(P∨Q)(P∧Q)

=(¬(P∨Q)∧(P∧Q))∨(¬¬(P∨Q)∧¬(P∧Q))

=(¬P∧¬Q∧P∧Q)∨((P∨Q)∧(¬P∨¬Q))

=(¬P∧¬Q∧P∧Q)∨(P∧¬P)∨(P∧¬Q)∨(Q∧¬P)∨(Q∧¬Q) 
(析取范式)

= (P∧¬Q)∨(Q∧¬P) (析取范式，简化)

注：范式的不唯一性



举例

 求¬(P∨Q)(P∧Q)的合取范式

¬(P∨Q)(P∧Q)

=(P∧¬Q)∨(Q∧¬P) (析取范式，简化)

=(P∨Q)∧(P∨¬P)∧(¬Q∨Q)∧(¬Q∨¬P)

(合取范式)

=(P∨Q)∧(¬Q∨¬P) (合取范式，简化)

注：已知一种范式，可以使用分配律求另一种范式



 判断重言式

合取范式中所有析取式都有互补对

 判断矛盾式

析取范式中所有合取式都有互补对

 判断两公式是否等值

范式不唯一，引入唯一的主范式，

便于判别公式相等

范式功能



2.6.2 主范式

 主析取范式
 极小项定义与编码

Q1∧…∧Qn是由n个命题变项P1, …, Pn组成的公式, 其中
Qi=Pi或者¬Pi, 我们称其为极小项, 一般用mj表示
例：P1, P2的极小项有四个

¬P1∧ ¬P2 (m0), ¬P1∧ P2 (m1), 

P1∧ ¬P2 (m2),    P1∧P2 (m3)

 主析取范式定义
仅由极小项构成的析取式

 主析取范式唯一性定理
任一含有n个命题变项的公式，都有唯一一个与之等值
的恰仅含这n个命题变项的主析取范式

极小项必须含有Q1, …, Qn全部n个文字



 由真值表写主析取范式：从T写

P  Q=(¬P∧¬Q)∨(P∧Q)=m0∨m3= ∨0,3

 由析取范式写主析取范式：填满命题变项法, 永真式

¬P = ¬P∧(Q∨¬Q) = (¬P∧Q)∨(¬P∧¬Q)

Q = Q∧(P∨¬P) = (Q∧P)∨(Q∧¬P)

P→Q = ¬P∨Q = (¬P∧Q)∨(¬P∧¬Q) ∨ (Q∧P)∨(Q∧¬P)

= (¬P∧¬Q)∨(¬P∧Q)∨(P∧Q)

= m0∨m1∨m3

= ∨0,1,3

主析取范式 P Q PQ 

m0 F F T 

m1 F T F

m2 T F F

m3 T T T



 所有可能极小项的个数：2n

 每个极小项只在一个解释下为真

 对于每个解释只有一个极小项为真

 极小项互不相等，且mi ∧ mj=F (i ≠ j)

 任一含有n个变项的公式，都可由k个(k≤2n)极小项的析取来
表示；或者说所有的极小项可建立一个“坐标系”

 恰由2n个极小项的析取构成的公式，必为重言式

 A与A的主析取范式关系

A由k个极小项的析取组成，那么其余的2n-k个极小项的析取必
是A．例如P1, P2, P3构成的A= ∨0,2,4, A= ∨1,3,5,6,7

极小项性质

n2 1

i
i 1

m T








主合取范式

 极大项定义与编码
Q1∨… ∨Qn是由n个命题变项P1, …, Pn组成的公式, 其中Qi=Pi或者
¬Pi(i = 1, …, n), 我们称其为极大项, 一般用Mj表示(0≤j≤2n-1)
例：P1, P2的极大项有四个

¬P1∨¬P2 (M0), ¬P1∨P2 (M1), 
P1∨¬P2 (M2),    P1∨P2 (M3)

 主合取范式定义
仅由极大项构成的合取式

 主合取范式唯一性定理
任一含有n个命题变项的公式，都有唯一一个与之等值的恰仅含
这n个命题变项的主合取范式

 由真值表写主合取范式(从F写)
 由合取范式写主合取范式(填满命题变项法, 矛盾式)

极大项必须含有Q1, …, Qn全部n个文字



极大项性质

 所有可能极大项的个数：2n

 每个极大项只在一个解释下为假

 对于每个解释只有一个极大项为假

 极大项互不相等，且Mi ∨ Mj=T (i ≠ j)

 任一含有n个变项的公式，都可由k个(k≤2n)极大项的合取来
表示；或者说所有的极大项可建立一个“坐标系”

 恰由2n个极大项的合取构成的公式，必为矛盾式

 A与A的主合取范式关系

A由k个极大项的合取组成，那么其余的2n-k个极大项的合取必
是A．例如P1, P2, P3构成的A= ∧0,2,5, A= ∧1,3,4,6,7

n2 1

i
i 1

m F








主析取范式与主合取范式的转换

设A是由命题变项P1, P2, P3构成的公式

 已知主析取范式
A = ∨0,1,4,5,7 = ∧({0,1,…,7}-{0,1,4,5,7})补 = ∧{2,3,6}补 = ∧5,4,1

 已知主合取范式
A = ∧1,4,5 = ∨({0,1,…,7}-{1,4,5}补) = ∨({0,1,…,7}-{6,3,2}) = ∨0,1,4,5,7或∨({0,1,…,7}-{1,4,5})补

极小项编码 P1 P2 P3 A 极大项编码

m0 F F F T M７

m1 F F T T M６

m2 F T F F M５

m3 F T T F M４

m4 T F F T M３

m5 T F T T M２

m6 T T F F M１

m7 T T T T M０



主析取范式与主合取范式的转换

注意

 从真值表列写公式的主析取范式和主合取范式时，除
了分别从T和F列写外，在填写合取式和析取式时是取
变项还是其否定是有区别的，这就是主合取范式、主
析取范式转换过程要求补的原因

 数字补不同于补集。这里的数字求补是对2n-1=23-

1=7而言的，如2的补是5，因为2+5=7



主范式的用途——与真值表相同

(1) 求公式的成真赋值和成假赋值

例如：

(PQ)R  m1m3m5 m6m7，

其成真指派为001, 011, 101, 110, 111，

其余的指派 000, 010, 100为成假指派. 

类似地，由主合取范式也可立即求出成假指派和

成真指派



主范式的用途(续)

(2) 判断公式的类型

设A含n个命题变项，则

A为重言式A的主析取范式含2n个极小项

A的主合取范式为T

A为矛盾式 A的主析取范式为F

 A的主合取范式含2n个极大项

A为非重言式的可满足式

A的主析取范式中至少含一个且不含全部极小项

A的主合取范式中至少含一个且不含全部极大项



主范式的用途(续)

(3)判断两个公式是否等值
例 用主析取范式判断下述两个公式是否等值：
⑴ P(QR) 与 (PQ)R
⑵ P(QR) 与 (PQ)R

解 P(QR) = m0m1m2m3m4m5m7

(PQ)R  = m0m1m2m3m4m5m7

(PQ)R = m1m3 m4m5 m7

显见，⑴中的两公式等值，而⑵的不等值.



作业(2)

(P37)  3, 4(2), 5(8)



2.7 推理形式

 自然语言推理
 前提1：如果我今天病了，那么我没来上课

 前提2：今天我病了

 结论：所以今天我没来上课

 推理形式
 引入符号, 形式化并用条件式表示出来

例：((PQ)∧P)Q

 正确的推理形式

 前提真，结论必真的推理形式
 ((PQ)∧Q)P 正确的推理形式

((PQ)∧P)Q 不正确的推理形式

PQ

P

Q



重言蕴涵

 重言蕴涵
 对于公式A, B, 如果当A取值为真时，B必取值为真，则

称A重言(永真)蕴涵B，或称B是A的逻辑推论。记为：
A  B(是真值关系，并非逻辑联结词)

 重言蕴涵与正确推理形式
 如果A  B，则AB是正确的推理形式

 如果AB是正确的推理形式，可以用A  B来表示

 用真值表法判断A  B

 查看真值表，如果所有使A为真的解释，亦能使B为真，
则A  B



 如果A  B, A为重言式, 则B也是重言式

 如果A  B, B  A同时成立, 必有A = B

如果A = B, 必有A  B和B  A

 如果A  B, B  C, 则A  C

 如果A  B, A  C, 则A  B∧C

 如果A  C, B  C, 则A∨B  C

重言蕴涵的结果



2.8 基本的推理公式

1. (P∧Q)  P 化简律

2. (PQ)  P 

3. (PQ)  Q

4. P  (P∨Q) 附加律

5. P  PQ

6. Q  PQ

7. (P∨Q)∧P  Q 析取三段论

8. (PQ)∧P  Q 假言推理、分离规则



9.   (PQ)∧Q  P

拒取式

10. (PQ)∧(QR)  (PR) 假言三段论、三段论

11. (PQ)∧(QR)  (PR) 等价三段论

12. (PR)∧(QR)∧(P∨Q)  R 构造性二难(特殊形式)

13. (PQ)∧(RS)∧(P∨R)  (Q∨S) 构造性二难

14. (PQ)∧(RS)∧(Q∨ S)  (P∨R) 破坏性二难

15. (QR)  ((P∨Q)(P∨R))

16. (QR)  ((PQ)(PR))

注：真值表证明，或者语义上直接说明

基本的推理公式



2.8.2  证明推理公式的方法(五种)

1. A  B成立的充分必要条件是AB(或¬A∨B)

为重言式

• 证明：如果A  B, 那么在任一解释下, A真B必真, 而
不会出现A真B假的情况, 于是AB为重言式。

如果AB为重言式, 则在任一解释下, 若A为真, B只
能为真不可能为假, 从而有A  B

• 证明AB为重言式的方法

• 真值表、等值演算、范式



例1 用等值演算法证明(PQ)∧PQ为重言式

(PQ)∧PQ 

¬((¬P∨Q)∧P)∨Q

((P∧¬Q)∨¬P)∨Q

 ¬Q∨¬P∨Q

 T

举例



例2 用主析取范式法证明(PQ)∧QP不是重言式

(PQ)∧QP 
¬((¬P∨Q)∧Q)∨P
((P∧¬Q)∨¬Q)∨P (吸收律)
¬Q∨P
((¬Q∧P)∨(¬Q∧¬P))∨((P∧Q)∨(P∧¬Q))
 (¬P∧¬Q)∨(P∧¬Q)∨(P∧Q)
 m0∨m2∨m3

缺少m1即(¬P∧Q), 所以(PQ)∧QP不是重言式，
或者说推理形式(PQ)∧QP不正确

举例



2. AB成立的充分必要条件是AB为重言式, 即
A∧¬B是矛盾式
3. (逆否定理) AB成立的充分必要条件¬B ¬A

4. 解释法
例: (PQ)∧(QR)  (PR)

若(PQ)∧(QR)＝T, 则同时有PQ＝T, QR=T

若P=T, 则Q=T, 进而R=T. 故PR＝T
若P=F, 则Q可取任意值: 
(1) Q=T, 则R=T; (2) Q=F, 则R取何值
无论如何, PR=T

5. 真值表法, 即通过真值表检验A为真时B一定为真

注： 证明AB时不考虑A为假的情况

证明推理公式的方法



上述方法的特点

 都是从真值的角度进行论证和解释

 看不出由前提A到结论B的推演过程

 难于扩展到谓词逻辑的推演过程



2.9 推理演算(证明推理公式AB的新方

法)

 基本思想：从前提A1, …, An出发(即A= 
A1A2 … An)运用推理规则和基本推理公式，
逐步推演出结论B，即证明AB

 推理规则
1. 前提引入规则（P规则）

推理过程中可以随时引入前提A1, …, An

2. 结论引用规则（T规则）

推理过程中得到的中间结论可作为后续推理的前提

3. 代入规则(参考P8)

推理过程中对重言式中的命题变项可使用该规则



推理规则

4. 置换规则(参考P18)

推理过程中命题公式中任何部分公式都可由与之等值的
公式置换

5. 分离规则(假言推理)

已知命题公式AB和A, 则有命题公式B(B被分离出来)

6. 条件证明规则(附加前提)（CP规则）

A1  A2B与A1A2  B是等价的。即结论方的条件

A2移到了前提方, 作为条件使用。



例1 证明R是PQ, QR, P的逻辑推论

特点: 前提引入规则、分离规则

例2 证明R∨S可以由前提C∨D, (C∨D)¬E, ¬E(A∧¬B ), 
(A∧¬B)R∨S推演出来

特点: 基本推理公式(三段论)

例3 证明(P∨Q)∧(PR)∧(QS)  S∨R

特点: 置换规则

例4 证明(P(QS))∧(¬R∨P)∧Q  RS

特点: 条件证明规则(附加前提引入)

例5 证明 (¬(PQ)¬(R∨S))∧((QP)∨¬R)∧R  (PQ)

特点: 反证法、条件证明、结论引入

举例



2.10 归结推理法(证明推理公式AB的新方
法)

 特点
 定理机器证明方法

 只有一条归结推理规则

 易于机器实现

 可推广到谓词逻辑推理

 基本思想
 证明AB等价于证明AB是矛盾式

 用反证法, 即假设AB在某种解释下为真, 最后导出矛
盾, 得以证明



归结证明过程

1. 从AB出发建立子句集S

将AB化为合取范式, 每个析取式均作为一个子
句, 构成这些子句的集合, 记为S

2. 对S作归结

即用归结推理规则消互补对, 将得到的新的归结式
放入S中，重复此过程

3. 直至归结出矛盾, 结束

即出现P与P



归结推理规则

 归结式定义

设R1=P∨Q1, R2=P∨Q2为两个子句

有互补对P和P

则新子句R(R1, R2)= Q1∨Q2称为R1, R2的归结式

 推理规则 R1R2  R(R1, R2)

设在任一解释下, R1R2=T, 则R1=T且R2=T

若P=T, 则P=F, Q2=T, R(R1, R2)= Q1∨Q2=T

若P=F, 则P=T, Q1=T, R(R1, R2)= Q1∨Q2=T

若Q1=T或者Q2=T, 都有R(R1, R2)= Q1∨Q2=T



举例
证明(PQ)∧(QR)  (PR)

1. 将(PQ)∧(QR) ∧ ¬(PR)化成合取范式

(¬P∨Q)∧(¬Q∨R) ∧P ∧ ¬R

2. 建立子句集

S={¬P∨Q, ¬Q∨R, P, ¬R}

3. 归结过程

(1)¬P∨Q

(2)¬Q∨R 

(3)P

(4)¬R

(5)¬P∨R (1)(2)归结，新子句

(6)R (3)(5)归结

(7) (4)(6)归结



作业(3)

(清华教材：P37) 

5(8)主范式，7(10,11), 8(4,5,6,及补充),
9(1), 12(1)

提示：9(1)应先进行自然语言形式化

(补充)证明：

(P(QR))  (Q(R S)) P(QS)

提示：CP规则可以多次使用


